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اندازه گیری  به  بیشتر مسائل عملی مهندسی هیدرولیک،  در 
دقیق جریان نیاز است. شناخت کمیت های جریان نکته مهم 
این رو  از  می باشد.  آبی  منابع  مدیریت  در  اهمیتی  حائز  و 
بر  منطبق  که  سرعت  توزیع  برآورد  رابطه  مناسبترین  ارائه 
محققین  توجه  مورد  همواره  باشد  اندازه گیری  داده های 
با توسعه تئوری آنتروپی، این روش ها در طیف  بوده است. 
مکانیک  و  هیدرولیک  جمله  از  مهندسی  علوم  از  وسیعی 
سیالات به کار برده شده اند. در مطالعه حاضر با استفاده از 
آنتروپی  پارامتر  بر   "m" تأثیرگذار  پارامتر  رنی،  آنتروپی  روش 
لوله  در  توزیع سرعت  و  گرفت  قرار  بررسی  مورد   "G" رنی 
مدور در شرایطی که 36/2، 50 و 70 درصد از لوله دایره ای 
اعماق  در  سرعت  اندازه گیری  با  نقطه  دو  در  می باشد،  پر 
نسبت   )0/3D-0/7D( و   )0/2D-0/8D(  ،)0/1D-0/9D(
برآورد  دقت  تعیین  به منظور  زده شد.  تخمین  آب  به سطح 
توزیع سرعت با استفاده از روش رنی، از ضریب همبستگی 
)ρ( و ریشه میانگین مربع خطا )RMSE( و همچنین برای 
مربعات  میانگین  ریشه  از  آنتروپی  پارامترهای  دقت  تعیین 
نشان  نتایج  شد.  استفاده   )NRMSE( شده  نرمال  خطای 
بالایی  دقت  مشاهداتی  داده های  با  رنی  آنتروپی  روش  داد 
از   0/1D-0/9D اندازه گیری سرعت در عمق دارد. همچنین 
سطح آب برای حالات 36/2، 50 و 70 درصد از لوله دایره ای، 
شده  نرمال  خطای  مربعات  میانگین  ریشه  با  به ترتیب 

0/2325، 2/36 و 0/51 دقت بالاتری دارد.

سرعت،  تخمین  آنتروپی،  تابع  حداکثرسازی  کلیدی:  واژه  های 
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In most practical hydraulic engineering problems, accurate 
flow measurements are required. Understanding flow quan-
tities is an important point in water resources management. 
Therefore, providing the most appropriate velocity distribu-
tion estimation relation that is consistent with the measure-
ment data has always been of interest to researchers. With 
the development of entropy theory, these methods have been 
used in a wide range of engineering sciences, including hy-
draulics and fluid mechanics. In the present study, using the 
Renyi entropy method, the effective parameter "m" on the 
Renyi entropy parameter "G" was investigated and the ve-
locity distribution in a circular pipe in the conditions that 
36.2, 50, and 70% of the circular pipe fills. It was estimated at 
two points by measuring the velocity at depths )0.1D-0.9D(, 
)0.2D-0.8D(, and )0.3D-0.7D( relative to the water level. In 
order to determine the accuracy of estimating the velocity 
distribution using the Renyi method, the correlation coeffi-
cient and the root mean square error was used and also to 
determine the accuracy of entropy parameters, normalized 
root mean square error was used. The results showed that 
the Renyi entropy method has high accuracy with observa-
tional data. Also, velocity measurement at depth )0.9D-0.1D( 
from the water surface for 36.2, 50, and 70% of the circular 
pipe, with the normalized root mean square error to 0.2325, 
2.36, and 0.51 respectively, has higher accuracy.
Keywords: Entropy Function Maximization, Velocity Estima-
tion, Lagrange Coefficients, Two-Point Method.
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مقدمه

توزیع سرعت مهمترین متغیر برای تعیین مشخصات جریان مانند 
دبی، توزیع تنش برشی، رسوب گذاری، فرسایش، تلفات انرژی و 
مقاومت جریان در مجاری روباز است. توزیع سرعت در کانال ها 
تحت تاثیر زبری بستر و جداره، هندسه کانال )شامل عرض کف، 
قرار  کانال  در  خم  وجود  و  کانال(  کف  شیب  و  جداره  شیب 
می گیرد. در کانال های روباز با استفاده از سرعت سنج می توان 
برای  بنابراین  کرد.  اندازه گیری  را  کانال  نقطه  یک  در  سرعت 
بررسی توزیع سرعت در رودخانه ها نیاز به برداشت سرعت در 
تعداد زیاد نقاط می باشد که وقت گیر و هزینه بر است. همچنین 
سیلابی  و شرایط  غیرماندگار  جریان  در  آب  تراز سطح  و  دبی 
به گونه ای در نوسان است که اندازه گیری سرعت در تمام نقاط در 
یک لحظه با استفاده از سرعت سنج امکان پذیر نمی باشد. ازاین رو 
ارائه یک روش تک نقطه ای یا دو نقطه ای اندازه گیری سرعت که 
منجر به تخمین دبی و توزیع سرعت شود، اهمیت خاصی دارد. 
در خط لوله انتقال که اغلب به شکل دایره ای می باشد رابطه 
کلی برای توزیع سرعت براساس معادله مانینگ تعیین می شود 
)Sterling و knight، 2000؛ Clark و Kehler، 2011(. اما رابطه 
 Clark .دارد مقطعی  توزیع سرعت  از  آگاهی  به  نیاز  دقیق تر 
و Kehler )2011( نشان دادند حداکثر سرعت در لوله مدور تا 
حدی پر در زیر سطح آب رخ می دهد و توزیع سرعت در نزدیکی 
سطح آب است که عمدتا توسط جریان ثانویه تحت تأثیر قرار 
 ،)1948( Shannon می گیرد. در سال های اخیر، براساس آنتروپی
تئوری آنتروپی سرعت توسعه یافت و در بسیاری از مناطق اعمال 
شد با فرض اینکه تابع توزیع تجمعی )CDF( تابع عمق جریان 
را  دوبعدی  توزیع سرعت  فرمول  یک   )1988(  Chiu ،می باشد
به دست آورد. Yoon و همکاران )2012( از طریق مطالعه تجربی 
لوله مدور  در  مناسبی  )1989( دقت   Chiu کردند روش ثابت 
دارد. Luo و Singh )2011( بر اساس اصل حداکثر آنتروپی، یک 
رابطه برای توزیع سرعت دوبعدی در کانال های باز مستطیلی 
شکل با استفاده از آنتروپی تسالیس به دست آوردند. اگرچه این 
روش در مقایسه با روش چیو بهتر می باشد، اما به دلیل تعداد 
زیادی از پارامترهای مورد استفاده محدودیت دارد. Marini و 
همکاران )2011( یک روش جدیدبرای توزیع سرعت در کانال های 
باز مستطیلی شکل با آنتروپی شانون، که در آن یک CDF جدید 
فرض شد، به دست آوردند. Cui و Singh )2013( روش جدید 
دیگری برای استخراج توزیع سرعت با استفاده از آنتروپی تسالیس 
 Rahimpour .برای کانال های باز مستطیلی شکل پیشنهاد کردند
 )2006( Maghrebi از روش تک نقطه ای )2006( Maghrebi و
که به منظور تخمین دبی ارائه گردشدید، برای به دست آوردن دبی 
در بخش های مختلف رودخانه در هنگام سیل استفاده نمودند. 

در روش ارائه شده دبی می تواند به صورت خودکار در یک محل 
اندازه گیری ثابت در بخش رودخانه یا روی سطح آب، تخمین زده 
شود. آن ها نشان دادند نتایج به دست آمده از منحنی های دبی-

اشل با استفاده از اندازه گیری به روش تک نقطه ای در مقایسه با 
نمونه های تجربی مشاهده ای می تواند با دقت بالایی دبی سیلاب 
را برآورد نماید و این میزان اختلاف با داده های مشاهده ای کمتر 
 )2020( Heidari و Teymouri Yeganeh .از 5 درصد می باشد
با استفاده از سه روش آنتروپی شانون، رنی و تسالیس، توزیع 
سرعت را با اندازه گیری سرعت در دو نقطه در کانال مستطیلی 
بالای هر سه  آن ها دقت  نتایج مطالعات  بررسی کردند،  روباز 
و   Kumbhakar داد.  نشان  سرعت  توزیع  تخمین  در  را  روش 
با استفاده از روش  Ghoshal )2016( توزیع سرعت دو بعدی 
آنتروپی رنی در کانال های روباز را بررسی کردند و نتایج مقایسه 
داده های آزمایشگاهی با روش آنتروپی رنی دقت خوبی را نشان 
روش  از  استفاده  با   )2017(  Ghoshal و   Kumbhakar داد. 
آنتروپی رنی توزیع سرعت یک بعدی در کانال روباز را بررسی 
کردند، نتایج بررسی های آن ها دقت بالای این روش را با داده های 
اندازه گیری شده نشان داد. تیموری یگانه و همکاران )1400( به 
بررسی توزیع عمقی سرعت طولی با استفاده از روش بهینه سازی 
بر مبنای الگوریتم ژنتیک پرداختند، آن ها پارامترهای روابط توزیع 
سرعت یانگ، ژولیان، چیو و تسالیس را بهینه نموده و براساس 
آن توزیع سرعت یک بعدی را تخمین زدند، نتایج تحقیق آن ها 
نشان داد که هر 4 روش دارای دقت بالایی در شبیه سازی توزیع 
سرعت بوده و با توجه به اینکه تعداد پارامترهای بهینه شده در 
روش تسالیس و ژولیان بیشتر از دو مدل دیگر است، آن ها را برای 
 Chen و Jiang .مدل سازی رودخانه های آبرفتی توصیه نمودند
از روش آنتروپی تسالیس در  با استفاده  )2016( توزیع سرعت 
لوله دایره ای تا حدی پر را بررسی کردند. نتایج مطالعات آن ها 
نشان داد توزیع سرعت تخمین زده شده به روش اصل حداکثر 
آنتروپی تسالیس دقت بالایی در مقایسه با داده های اندازه گیری 
شده دارد. در این تحقیق هدف تخمین توزیع سرعت دو بعدی 
با استفاده از روش آنتروپی رنی با اندازه گیری سرعت در دو نقطه 
می باشد. همچنین اثر موقعیت دو نقطه در تخمین توزیع سرعت 

بررسی شد. 

مواد و روش ها

- آنتروپی رنی
Renyi )1961( با استفاده از اصل حداکثر آنتروپی، تابع آنتروپی 

را به صورت رابطه )1( بیان نمود:

maxu m
0

1
H(u) ln

(1 m)
p(u) du=

−
  ∫       )1(



61

( به عنوان  maxû u u= به منظور سادگی حل، سرعت بدون بعد )
یک متغیر تصادفی در نظر گرفته می شود، بنابراین مقدار تابع 
آنتروپی رنی و قید اول و دوم به صورت روابط )2( تا )4( می باشند:

[ ]{ }1 m

0

1ˆ ˆ ˆH(u) ln p(u) du
1 m

=
− ∫        )2(

1

0
ˆ ˆp(u)du 1=∫                )3(

  
1

m0
ˆ ˆ ˆ ˆup(u)du u=∫                     )4(

 u و  بعد  بدون  سرعت  متوسط   m maxû u u= فوق،  رابطه  در 
 ˆH(u) میانگین سرعت مقطع عرضی است. در صورتی که تابع 
در رابطه )2( با استفاده از روش ضرایب لاگرانژ حداکثرسازی شود 
شکل صریحی برای تابع چگالی به دست آورده نمی شود. بنابراین 
 ˆw(u) بین صفر تا یک، تابع m برای سادگی حل با در نظر گرفتن

به صورت رابطه )5( در نظر گرفته می شود: 

m
1 (1 m)Hm

0
ˆ ˆ ˆp(u) du e w(u)−  = = ∫               

)5(

 ˆH(u) w(u)ˆ از طریق روش لاگرانژ، تابع  با حداکثرسازی تابع 
نیز ماکزیمم می شود. تابع لاگرانژ با در نظر گرفتن قید اول و دوم، 

به صورت رابطه )6( در نظر گرفته می شود: 
 

1 1 1m
1 1 1 2 m0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆL(u) p(u) du p(u)du up(u)du u= + λ + λ − λ − λ  ∫ ∫ ∫ )6(
ˆp(u) به منظور حداکثرسازی تابع آنتروپی از تابع )L)u نسبت 

، λ1 و λ2 مشتق گرفته و حاصل برابر صفر قرار داده می شود. با 
ساده سازی خواهیم داشت:

1
m 1

1 2ûˆp(u)
m

−−λ −λ =  
                               

 )7( 

با جایگزینی رابطه )7( در قید اول یعنی رابطه )3( رابطه )8( 
1به دست خواهد آمد:

m 11
1 2

0

û ˆdu 1
m

−−λ −λ  =  ∫       )8(

حاصل   )9( رابطه  ساده سازی،  و   )8( رابطه  از  انتگرال گیری  با 
mmمی شود:

m 1m 1

1 2 1m
m 1

2

1 m ( ) ( ) 1
(m)

−−

−

 −
−λ −λ − −λ = 

  λ    
)9(

متغیر G به صورت رابطه )10( در نظر گرفته می شود:

1

1 2

G λ
=
λ + λ                 

)10(

بنابراین ضریب لاگرانژ λ1 به صورت رابطه )11( ارائه می شود:

2
1

G
1 G
λ

λ =
−                  

)11(

با جایگزینی رابطه )11( در )9( و ساده سازی، رابطه )12( حاصل 
می شود:

 
)12(( )

1 mm m
1 mm m 1

2
1m 1 m 1 G

G 1

−−
− −

  λ = − −  −          

با جایگزینی رابطه )7( در قید دوم یعنی رابطه )4(، رابطه )13( 
حبه دست خواهد آمد:

1
m 11

1 2
m0

ûˆ ˆ ˆu du u
m

−−λ −λ  =  ∫                  
)13(

حاصل انتگرال معادله )13( به صورت رابطه )14( می باشد:

 
)14(

2m 12m 1
m 1m 1

mm
m 1m 1

1 2 1m
2 m 1

2

1
1 2 1 m

1 m m 1 ( ) ( )
2m 1(m)

(m 1) ˆ( ) ( ) u
m

−−
−−

−−

−

  − − −λ −λ − −λ +  −    λ

 λ − −λ −λ − −λ = 
  

 

با جایگزینی روابط )12( و )13( در رابطه )14( و ساده سازی، 
رابطه بین سرعت متوسط مقطع و سرعت حداکثر )رابطه 15( 

:)2016 ، Ghoshalو Kumbhakar( به دست آورده می شود

  
)15(

 

m
m 2m 1 2m 11 m 1m 1 m 1 m 1

max

m m
m 1 m 1

u m 1 m 1 1 G(1 G ) ( ) ( )
u 1 m G 1 2m 1 G 1 G 1

m 1 G 1 G( ) ( )
m 1 G G 1 G 1

− −− −− − −

− −

  − = − −   − − − − −    
 − + −  − − −  

- تابع توزیع تجمعی
تابع توزیع تجمعی باید قادر به مجسم کردن هندسه خط لوله 
تابع  بنابراین  باشد.  توزیع سرعت  مهم  ویژگی های  از  برخی  و 
توزیع تجمعی باید خصوصیات زیر را دارا باشد: 1( مشتق پذیر 
باشد 2( بین صفر ویک تعریف شده باشد 3( مقدار آن روی 
 umax دیواره لوله باید صفر باشد و در موقعیت سرعت ماکزیمم
یک می باشد 4( در محور قائم از خط مرکزی تابع توزیع تجمعی 
لوله  افزایش می یابد. خط   umax تا از صفر  به صورت یکنواخت 
مدور تا حدی پر در شکل )1( نشان داده شده است که R شعاع 
0) فاصله از موقعیت umax به  h H)< <  h عمق آب و H لوله
بستر لوله می باشد. به دلیل اینکه سرعت در مرز صفر در نظر 
گرفته می شود، ساده ترین معادله برای تابع توزیع تجمعی، همان 

:)2016 ،Chen و Jiang( معادله سهموی می باشد
2 2

1
x yˆF (u) 1 1
R R

   = − − −   
                       

)16(

هنگامی که ماکزیمم سرعت جریان در y=h، اتفاق می افتد، تابع 
1 می باشد، سپس تابع توزیع تجمعی  ˆF (u) 1= توزیع تجمعی برابر 

را می توان به صورت رابطه )17( شرح داد:
DK2L
H

1
y xˆF (u) 1 1 1
h R

      = − − −                                
)17(

y باشد، L=1 و K=1  می باشد  h≤ که در آن 'D قطر لوله، و زمانی که 
y باشد، L=2h/H و L=2)H-h(/H می باشد. h> درحالی که وقتی 

در خط مرکزی از مقطع عرضی لوله، تابع توزیع تجمعی با افزایش 
را  تجمعی  توزیع  تابع  بنابراین  می یابد.  افزایش  سرعت جریان 

مریم تیموری، ی. و حیدری، م.م.تخمین توزیع سرعت در لوله مدور با اندازه گیری سرعت در دو نقطه به وسیله آنتروپی رنی 
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می توان به صورت رابطه )18( به دست آورد:
2

2
2y yˆF (u) ( )
R R

= −      )18(
از آنجایی که ماکزیمم سرعت جریان روی سطح آب یا زیر سطح 
، موقعیت  2 ˆF (u) 1= آب رخ می دهد وقتی که تابع توزیع تجمعی 
u می باشد و معادله )18( به صورت ذیل  maxy H≤ حداکثر سرعت 

bتغییر می یابد: 2b

2
y yˆF (u) 4

2R 2R
    = −    
            )19(

که در آن b عامل تعدیل عمق آب می باشد. موقعیت ماکزیمم 
2 می باشد، بنابراین b به صورت  ˆF (u) 1= سرعت جریان y=h و 

ذیل شرح داده می شود:

[ ]
ln 2b

ln(2R) ln h
=

−           )20(
با جایگزینی b در داخل معادله )20( داریم:

[ ] [ ]
ln 2 2ln 2

ln(2R ) ln h ln(2R ) ln h

2
y yˆF (u) 4

2R 2R
− −

 
    = −       
 

              )21(

از آنجایی که سطح مقطع لوله مدور است، در هر جهت عمودی، 
ارتفاع نسبی به صورت ذیل تعیین می شود:

( )' 2 2y y R R x= − − −             )22(
2 به ترتیب به صورت  ˆF (u) 1 و  ˆF (u) بنابراین تابع توزیع تجمعی 

روابط )23 و24( تبدیل می شود:
'K D2L' H

1 '

y xˆF (u) 1 1 1
h R

      = − − −            
       

)23(

' '
ln 2 2ln 2

' 'ln(2R ) ln h ln(2R ) ln h

2
y yˆF (u) 4

2R 2R

   − −   
 
    = −         

       )24(

'h نشان دهنده فاصله عمودی از حداکثر سرعت به بستر لوله در 
هر محور قائم می باشد. با یکپارچه کردن معادلات )23( و)24(، 
تابع توزیع تجمعی از توزیع سرعت در لوله تا حدی پر مدور 

جریان به صورت ذیل شرح داده می شود:

  )25(
K D2L s 2s' ' 'H

1 2 '

y x y yˆ ˆ ˆF(u) F (u)F (u) 4 1 1 1
h R 2R 2R

           = = − − − −                       
 

s' می باشد. ln 2 ln(2R) ln h = −  که در آن 
 

شکل 1- شماتیکی از سیستم مختصات دایره ای

برای به دست آوردن توزیع سرعت مبتنی بر آنتروپی رنی می توان 
1نوشت: (m 1)

1 2
ˆ ˆ ˆF(u) u u 1ˆ ˆf (u) ( u)

x x x m

−∂ ∂ ∂  = = −λ −λ ∂ ∂ ∂             )26(
1 (m 1)

1 2
ˆ ˆ ˆF(u) u u 1ˆ ˆf (u) ( u)

y y y m

−∂ ∂ ∂  = = −λ −λ ∂ ∂ ∂               )27(

mبا تعریف یک متغیر جدید
m 1

1 2
1 ˆw ( u)
m

− = −λ −λ  
          )28(

باتوجه به مشتقات جزیی w نسبت به x وy معادلات به صورت 
ذیل به دست آورده می شوند:

 
)29([ ] [ ]1 m 1

2 1 2
ˆ ˆw w u u/ m 1 ( ) / m

ˆx u x x
−∂ ∂ ∂ ∂

= = −λ − × −λ −λ
∂ ∂ ∂ ∂  

 )30([ ] [ ]1 m 1
2 1 2

ˆ ˆw w u u/ m 1 ( ) / m
ˆy u y y

−∂ ∂ ∂ ∂
= = −λ − × −λ −λ

∂ ∂ ∂ ∂  
با جایگزینی معادلات )29( و)30( در داخل معادلات )26( و)27( 

رابطه بین F(u)ˆ وw به صورت ذیل می باشد:

)31(
 

[ ]2
ˆw F(u)/ m 1

x x
∂ ∂

= −λ −
∂ ∂

 [ ]2
ˆw F(u)/ m 1

y y
∂ ∂

= −λ −
∂ ∂  )32(

با استفاده از قانون لایب نیس از معادلات )31( و)32( می توان 
انتگرال گیری کرد:

(x,y)

(0,0)

w wdx dy w(x, y) w(0,0)
x y

∂ ∂
+ = −

∂ ∂∫   )33(
اتفاق می افتد معادله  از آنجایی که )0و0( در روی دیواره لوله 

)33( به صورت معادله )34( بیان می شود:

[ ]
m

m 1
1w(x, y) w(0,0) w(x, y) / m −− = − −λ   )34(

نقطه  در یک   )33( انتگرال معین قسمت سمت چپ معادله 
از  که  وجهی  چند  منحنی  یک  از  استفاده  با   )x,y( عمومی 
نقطه  طریق  از  و  می شود  محاسبه  شده  شروع   )0,0( مبدا 
 )x,y( 2 بر روی دیوارعبور می نماید و در نقطه 2(x,R R x )− −

به پایان می رسد. در دیواره لوله در زیر سطح آب CDF صفر 
می باشد. بنابراین خواهیم داشت:

 
 

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

2 2

2 2

(x,y) (x,y)

2 2(0,0) (0,0)

(x,R R x ) (x,y)

2 2 2 2(0,0) (x,R R x )

2 2

ˆ ˆw w F(u) F(u)dx dy / m 1 dx / m 1 dy
x y x y

ˆ ˆ ˆ ˆF(u) F(u) F(u) F(u)/ m 1 dx / m 1 dy / m 1 dx / m 1 dy
x y x y

ˆF(u)/ m 1 dx /
x

− −

− −

∂ ∂ ∂ ∂
+ = −λ − + −λ −

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= −λ − + −λ − + −λ − + −λ −

∂ ∂ ∂ ∂

∂
= −λ − + −λ

∂

∫ ∫

∫ ∫

[ ] [ ]
2 2

'
y 2

(x,R R x )

/ m 1 yˆF(u) ˆm 1 dy F(u)
y y− −

−λ −∂
− =

∂∫

 

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

2 2

2 2

(x,y) (x,y)

2 2(0,0) (0,0)

(x,R R x ) (x,y)

2 2 2 2(0,0) (x,R R x )

2 2

ˆ ˆw w F(u) F(u)dx dy / m 1 dx / m 1 dy
x y x y

ˆ ˆ ˆ ˆF(u) F(u) F(u) F(u)/ m 1 dx / m 1 dy / m 1 dx / m 1 dy
x y x y

ˆF(u)/ m 1 dx /
x

− −

− −

∂ ∂ ∂ ∂
+ = −λ − + −λ −

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= −λ − + −λ − + −λ − + −λ −

∂ ∂ ∂ ∂

∂
= −λ − + −λ

∂

∫ ∫

∫ ∫

[ ] [ ]
2 2

'
y 2

(x,R R x )

/ m 1 yˆF(u) ˆm 1 dy F(u)
y y− −

−λ −∂
− =

∂∫

               )35(
[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

2 2

2 2

(x,y) (x,y)

2 2(0,0) (0,0)

(x,R R x ) (x,y)

2 2 2 2(0,0) (x,R R x )

2 2

ˆ ˆw w F(u) F(u)dx dy / m 1 dx / m 1 dy
x y x y

ˆ ˆ ˆ ˆF(u) F(u) F(u) F(u)/ m 1 dx / m 1 dy / m 1 dx / m 1 dy
x y x y

ˆF(u)/ m 1 dx /
x

− −

− −

∂ ∂ ∂ ∂
+ = −λ − + −λ −

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= −λ − + −λ − + −λ − + −λ −

∂ ∂ ∂ ∂

∂
= −λ − + −λ

∂

∫ ∫

∫ ∫

[ ] [ ]
2 2

'
y 2

(x,R R x )

/ m 1 yˆF(u) ˆm 1 dy F(u)
y y− −

−λ −∂
− =

∂∫

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

2 2

2 2

(x,y) (x,y)

2 2(0,0) (0,0)

(x,R R x ) (x,y)

2 2 2 2(0,0) (x,R R x )

2 2

ˆ ˆw w F(u) F(u)dx dy / m 1 dx / m 1 dy
x y x y

ˆ ˆ ˆ ˆF(u) F(u) F(u) F(u)/ m 1 dx / m 1 dy / m 1 dx / m 1 dy
x y x y

ˆF(u)/ m 1 dx /
x

− −

− −

∂ ∂ ∂ ∂
+ = −λ − + −λ −

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= −λ − + −λ − + −λ − + −λ −

∂ ∂ ∂ ∂

∂
= −λ − + −λ

∂

∫ ∫

∫ ∫

[ ] [ ]
2 2

'
y 2

(x,R R x )

/ m 1 yˆF(u) ˆm 1 dy F(u)
y y− −

−λ −∂
− =

∂∫

با مساوی قرار دادن سمت راست معادله )33( با سمت راست 
معادله )34( خواهیم داشت:

[ ] [ ]
' m

2 m 1
1

y / m 1
ˆw(x, y) F(u) / m

y
−

−λ −
= − −λ

  
)36(
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با جایگزینی معادلات )22( و )28( در داخل معادله )36( توزیع 
سرعت مبتنی بر آنتروپی رنی به صورت ذیل حاصل می شود:

 [ ] [ ] 1 1 m'
m (m 1) 2

1 1
2

ˆy / m 1 F(u)1û / m m
y

−
−

  −λ −−  = − −λ + × + λ  λ       
 )37(

با جایگذاری معادلات )11( و )12( در معادله )37(  همچنین 
خواهیم داشت: 

( )
1/C

C C C yˆ ˆu A A B A F(u)
y

GA
G 1

1B
G 1

mC
m 1

′ 
= − + − 

 

=
−

=
−

=
−

  )38(

دایره ای  لوله  در  سرعت  بعدی  دو  توزیع  بیانگر   )38( معادله 
براساس روش آنتروپی رنی می باشد. 

در این تحقیق به منظور تخمین توزیع سرعت، در ابتدا پارامترهای 
آنتروپی با اندازه گیری سرعت در دو نقطه در مرکز لوله دایره ای 
که به واسطه دور بودن از جداره ها کمترین تاثیر از دیواره ها را 
دارد و سرعت ماکزیمم در آن اتفاق می افتد، مطابق روابط ذیل 
با استفاده از روش های عددی و با آزمون خطا محاسبه می شود. 
با  را  پارامترهای آنتروپی می توان توزیع سرعت  با داشتن  سپس 

استفاده از رابطه )37( در مقاطع مختلف به دست آورد.

( )
( )

1 1

1/CC C C
11

1/CC C C2 2

K2L

1 1
1

1 1

D s 2s
H

1 1

K2L

2 2
2

2 2

A A B Au
u A A B A

GA
G 1

1B
G 1

mC
m 1

y y4 1 1
y h

y yx1
R 2R 2R

y y4 1 1
y h

x1
R

 − + − ξ =
 − + − ξ 

=
−

=
−

=
−

  ′ ′
 ξ = × × − − × ′   

   ′ ′     − × −               

  ′ ′
 ξ = × × − − × ′   

−
2

D s 2s
H

2 2y y
2R 2R

   ′ ′     × −               

  )39(

- مشخصات آزمایش
 Chen و Jiang در شکل )2( تجهیزات آزمایشگاهی در آزمایش
)2016( نشان داده شده است، برای اندازه گیری سرعت متوسط 
مایع از فلومتر الکترومغناطیسی و برای اندازه گیری سرعت نقطه ای 
از لیزر داپلر استفاده شده است. قطر لوله آزمایش 0/024 متر، 
زبری جداره 0/003 متر و شیب لوله 0/0033 و همچنین ضریب 
زبری لوله 0/0085 می باشد. در جدول )1(، مشخصات مربوط به 
اندازه گیری سرعت در 36/2% و 50% و 70% عمق جریان نسبت 

به سطح آب بیان شده است. 

)2016 ،Chen و  Jiang( شکل 2- شمایی از تجهیزات آزمایشگاهی

جدول 1- مشخصات مربوط به اندازه گیری سرعت

درصد عمق جریان نسبت به سطح آب

%50%36/2%70

H)mm(128/716/8

Rh)mm(64/87/1

u ̅ )m/s(0/21080/18160/2364

umax)m/s(0/2970/27270/3323

h)mm(8/986/828/32

در روش رنی، برای محاسبه پارامترهای آنتروپی، ابتدا باید عوامل موثر 
بر آن محاسبه شود. که این عامل موثر شامل تأثیر پارامتر "m" بر 
 "m" می باشد. برای تعیین مقدار مناسب "G" پارامتر آنتروپی رنی
داده های اندازه گیری شده برای 36/2%، 50% و 70% از عمق جریان 
آزمایش شدند. در جدول )2( تأثیر پارامتر "m" بر پارامتر آنتروپی رنی 

"G" نشان داده شده است. 

"G" بر پارامتر آنتروپی رنی "m" جدول 2- تأثیر پارامتر

m =0/99m =0/9m  =0/8H/D'%

1/0491/551/9536/2

1/051/451/8550

1/0611/631/9970

مطابق شکل )3( سه سری داده مختلف در اعماق 70%، 50% و 
36/2% از سطح آب مقایسه شدند. باتوجه  به این شکل مقدار حداکثر 
سرعت در نزدیکی سطح آب رخ داده که به دلیل اصطکاک دیواره 
جانبی می باشد و باعث پایین افتادن حداکثر سرعت در سطح آب 
می شود. براساس شکل مقادیر سرعت محاسبه شده به روش رنی با 
مقادیر سرعت اندازه گیری شده مطابقت خوبی دارد. مطابق جدول 
)3( در شرایطی که مقدار m =0/99  دقت بالاتری نسبت به مقادیر 

m =0/9  و m =0/8  با داده های اندازه گیری شده دارد. 

مریم تیموری، ی. و حیدری، م.م.تخمین توزیع سرعت در لوله مدور با اندازه گیری سرعت در دو نقطه به وسیله آنتروپی رنی 
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Measured u at 50% D

0

4

8

12

16

y(
m

m
)

Entropy,m=0.99
Entropy,m=0.9
Entropy, m=0.8
Observed

 

Measured u at 70% D

0

4

8

12

16

20

y(
m

m
)

Entropy,m=0.99
Entropy,m=0.9
Entropy, m=0.8
Observed

شکل 3- تأثیر متغیر  بر توزیع سرعت محاسبه شده توسط 
آنتروپی رنی برای 36/2، 50 و 70 درصد از عمق جریان

ریشه  و  از ضریب هم بستگی  آنتروپی  پارامتر  دقت  تعیین  برای 
میانگین مربع خطا )RMSE( به ترتیب از روابط )40( و )41( استفاده 

شده است. 
obs obs est est

2 2
obs obs est est

(u u )(u u )

(u u ) (u u )

− −
ρ =

− −
∑
∑ ∑   

)40(

2
obs est(u u )

RMSE(m / s)
n
−

= ∑
  

)41(

obsu میانگین سرعت های مشاهداتی،  obsu سرعت مشاهداتی،  که در آن 
estu میانگین سرعت های تخمینی می باشد. estu سرعت تخمینی، 

به منظور بررسی موقعیت نقاط اندازه گیری سرعت در دقت روش 
آنتروپی رنی برای تخمین توزیع سرعت، نقاط که فاصله نسبی آن ها 
 )0/3D-0/7D( و   )0/2D-0/8D(  ،)0/1D-0/9D( آب  سطح  از 

می باشد، در نظر گرفته شد. با استفاده از رابطه )39( مقدار پارامتر 
آنتروپی "G" محاسبه و توزیع سرعت یک بعدی با استفاده از روش 

رنی برآورد شد و نتایج در شکل های )4 تا 6( ارائه شده است. 

جدول 3- ضریب همبستگی و ریشه میانگین 
مربعات خطا در اعماق مختلف 

m =0/99m =0/9m  =0/8

H/D'%ρ RMSE

)m/s(ا

ρ RMSE

)m/s(ا

ρ RMSE

)m/s(ا

36/20/990/000770/9770/00150/9760/0017

500/9990/0280/9980/170/9920/21

700/98970/00190/98920/220/9670/29
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شکل 4- تأثیر موقعیت نقاط اندازه گیری 
سرعت در 36/2% از عمق جریان 
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شکل 5- تأثیر موقعیت نقاط اندازه گیری 
سرعت در 50% از عمق جریان

 
   
 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4
u(m/s)

a)Measuring point(0.1D and 0.9D)

0

4

8

12

16

20
y(

m
m

)
Entropy
Observed

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4
u(m/s)

b)Measuring point(0.2D and 0.8D)

0

4

8

12

16

20

y(
m

m
)

Entropy
Observed

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4
u(m/s)

c)Measuring point(0.3D and 0.7D)

0

4

8

12

16

20

y(
m

m
)

Entropy
Observed

شکل 6- تأثیر موقعیت نقاط اندازه گیری 
سرعت در 70% از عمق جریان

 

همچنین برای تعیین دقت پروفیل سرعت تخمین زده شده با 
استفاده از دو نقطه از ریشه میانگین مربعات خطای نرمال شده 

به صورت رابطه )42( استفاده شد. 

( )
n 2

s(i) o(i)
i 1o

1 1NRMSE u u 100
u n =

= − ×∑    )42(

s(i)u سرعت محاسباتی   ،i که در آن  سرعت مشاهداتی در نقطه
مقدار  می باشد.  مشاهداتی  داده های  تعداد   n و   i نقطه  در 
مناسب شاخص NRMSE در مدل سازی، کمتر از 10 درصد است. 

این شاخص در محدوده 10 تا 20 درصد نشان دهنده وضعیت 
مناسب و 20 تا 30 درصد نشان دهنده وضعیت قابل قبول و بیش 
از 30 درصد نشان دهنده عدم اطمینان در مدل است )Singh و 

.)2008 ،Luo
مربعات  میانگین  ریشه  مقدار   )4( جدول  در  و   )7( شکل  در 
-0/8D(  ،)0/1D-0/9D( موقعیت های  در  نرمال شده  خطای 

عمق  از  درصد   36/2 حالات  برای   )0/3D-0/7D( و   )0/2D
از عمق جریان  از عمق جریان و 70 درصد  جریان، 50 درصد 

نشان داده شده است. 
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شکل 7- مقدار ریشه میانگین مربعات خطای نرمال شده در موقعیت های 
مختلف برای b ،%36/2 )a( 50% و C( 70% از عمق جریان 

جدول 4- مقدار ریشه میانگین مربعات خطای 
نرمال شده در موقعیت های مختلف 

موقعیت نقاط اندازه گیری سرعت

0/7D & 0/3D0/8D & 0/2D0/9D & 0/1D%'H/D

12/679/770/2336/2

4/773/0222/3650

10/384/710/5170

در جدول )4( مشاهده می شود مقدار برآورد توزیع سرعت در 
شرایطی که دو نقطه اندازه گیری سرعت در فاصله 0/1 و 0/9 عمق 
جریان از سطح آب قرار داشته باشند، دقت بالاتری خواهد داشت. 
در شکل )8( توزیع سرعت دو بعدی با استفاده از روش آنتروپی 
رنی برای ) ( نشان داده شده است. همانطور که در شکل نشان 
تاثیر  تحت  دیواره  نزدیک  در  جریان  سرعت  است  شده  داده 
لوله  از دیواره  با فاصله  نیروی اصطکاک دیوار قرار می گیرد و 

سرعت افزایش می یابد. 

       

     

شکل 8- توزیع سرعت دو بعدی برای 70% از عمق جریان 
a( داده های مشاهداتی b( داده های محاسباتی

به منظور بررسی دقت توزیع سرعت دو بعدی تخمین زده شده، 
در شکل )9( توزیع قائم سرعت در مرکز لوله، فاصله 4 میلی متر 
 )5( جدول  در  شد.  گرفته  نظر  در  لوله  مرکز  از  میلی متر   8 و 
مقدار ریشه میانگین مربعات خطای نرمال شده برای داده های 
از  استفاده  با  است.  داده شده  نشان  محاسباتی  و  مشاهداتی 
جدول می توان نتیجه گرفت روش آنتروپی رنی دقت بالایی در 

تخمین توزیع سرعت دو بعدی دارند. 
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شکل 9- مقایسه توزیع سرعت یک بعدی برای 70% از عمق جریان

جدول 5- مقدار ریشه میانگین مربعات خطای

نرمال شده در قائم های مختلف 

NRMSEX)mm(

0/130

0/284

1/818

نتیجه گیری

براساس روش  بعدی  توزیع سرعت دو  تخمین  تحقیق،  این  در 
آنتروپی با اندازه گیری سرعت در دو نقطه استفاده شد. همچنین 
بررسی  توزیع سرعت  برآورد  در  نقطه سرعت  اثر موقعیت دو 
شد و موقعیت بهینه تعیین شد. در ابتدا با تعریف تابع توزیع 
اندازه گیری  با  سپس  شدند،  بهینه  آنتروپی  پارامترهای  تجمعی، 
سرعت در دو نقطه در اعماق 36/2%، 50% و 70 % از سطح آب از 
لوله دایره ای پروفیل سرعت تخمین زده شد. نتایج نشان دادوقتی 
دو نقطه اندازه گیری در فاصله )0/1D-0/9D( از سطح آب قرار 

گیرد، تخمین توزیع سرعت دقیق تر خواهد بود. 
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